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  کارشناسی ارشد پایان نامه یپیشنهادفرم 

 

 ح( اطلاعات مربوط به عنوان پايان نامه :
 

 : عنوان فارسي پايان نامه

 های تفاضل متناهی گام متغیر برای حل مسائل اشتورم لیوویلروش
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Variable-step finite difference schemes for the solution of Sturm-Liouville problems 
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 :لاتين كليدي واژگان

Sturm Liouville, finite difference, numerical solution, variable step  
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 تعریف مساله و بیان سؤالهای اصلی تحقیق: (3

در  1در اوایل سده هیجدهم مطالعه برروی حرکات ارتعاشی منجر به پیدایش مسائل مقدار ویژه گردید. در مقاله براک تیلور

است.  ویژه محاسبه شدهرشته آویزان، اولین مقدار در مورد 2چنین در مقاله جان برنولیم( و هم1113مورد سیم مرتعش)

ی سیم مرتعش به یک معادله دیفرانسیل جزئی دست یافتند و مقادیر ویژه با بررسی مسئله 1491آلمبرت و اویلر در سال 

های اشتورم و لیوویل موضوع نامبه دان فرانسویرا از طریق روش جداسازی متغیرها یافتند. بعد از چندسال دو ریاضی

ای هدر یک سری از مقالات بین سالن نظریه اشتورم لیوویل معرفی شد ت عنواجدیدی را در آنالیز ریاضی که بعدها تح

 کرد:مطرح کردند. این نظریه در مورد معادلات دیفرانسیل خطی مرتبه دوم عمومی زیر بحث می 1331و  1331
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kglکه درآن  های یک پارامتر است. این مسئله مقدار مرزی جواب rاند و های مثبتثابت ,Hhاند و توابعی معلوم ,,

دست های غیربدیهی برای مسئله بههاجوابازای آنکه به rاز پذیرد مقادیری می rازای مقادیر معینی از غیربدیهی را به

های معادله ریشه rی نامند. مقادیر ویژهمی 9های غیربدیهی متناظر را توابع ویژهو جواب 3ی مسئلهآید را مقادیر ویژهمی

متعالی   0rاین معادله از طریق قراردادن جواب عمومی معادله دیفرانسیل باشند.می 
      0'  xhVxVxk 

 ر شرایط مرزید
      0'  xHVxVxk 

گونه مسائل نبر روی ایآید. مباحثی که اشتورم و لیوویل دست میهای غیربدیهی برای معادله اصلی بهبا فرض داشتن جواب

 انجام دادند در سه زیرگروه

 خصوصیات مقادیر ویژه 

 رفتار کیفی توابع ویژه 

 از توابع ویژه سری نامتناهیصورت یکبسط توابع دلخواه به 

باشد. در برخی موارد حل مسئله مرکب برای می rمسئله اول و دوم یک مسئله اشتورم لیوویل وابسته به تنها پارامتر 

های دیگر منجر به پیدایش مسئله اشتورم معادلات سهموی و هذلولوی از طریق روش جداسازی متغیرها یا روش

ر ویژه در مکانیک سیالات، جامدات و دگردد. این موارد اکثرا در فیزیک و مهندسی بهدو پارامتر میلیوویل وابسته به 

 دهد.مکانیک کوانتوم برای تعیین سطوح انرژی رخ می

کاربردهای بسیار  .[1]باشدهای طیفی و نظریه عملگرهای خودالحاق میتئوری اشتورم لیوویل زیربنایی برای توسعه روش

های فیزیکی هم در بسیاری از پدیده. [2]عنوان مسائل مقدار مرزی مورد مطالعه قرار گرفته استورم لیوویل بهمسائل اشت

                                                 
1 Brook Taylor 

2 Johann Bernouli 

3 eigenvalue 

4 eigenfunction 
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 بندی در قالب مسائل اشتورم لیوویل قابل توصیفمکانیک کلاسیک و هم در مکانیک کوانتوم از نظر ریاضیاتی با مدل

اینگونه مسائل اغلب در  [3].در این زمینه را بیشتر کرده استهای اخیر علاقه به تحقیق همین دلیل در سالهستند. به

  .مکانیک کوانتوم در تعیین سطوح انرژی ظاهر می شوند

های توان تکنیکهای عددی بسیاری برای تقریب زدن مقادیر ویژه در مسئله اشتورم لیوویل وجود دارد. میروش

ل مسئله مقدار ویژه به دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه اول راه دیگر تبدی  ]4,5[کاربردرا به 1سازی معکوستعبیه

های عددی متداول برای حل معادلات توان تکنیکمی [6]باشدمی 3محلیو هم 2های رونگه کوتاو استفاده از روش

ی هاتکنیکترکیب شده با  1های وگلارو یا روش 5نیستروم-کوتا-، رونگه9دیفرانسیل عادی مرتبه دوم مثل نومرو

هایی هستند که از برد روش کارتوان بههای خوب دیگر که میروش. [11,12,18,22]را استفاده کرد. 1پرتابی

کنند. وقتی که تنها چند مقدار اول از مقادیر ویژه مطلوب ریتس استفاده می -های تغییراتی شامل ریلیمشخصه

برد دست آوریم کارزیادی از مقادیر ویژه را به باشند این روش رضایت بخش هستند اما زمانی که بخواهیم تعداد

مثال  شود. یکشود زیرا دقت محاسبات به یک مسئله چالش برانگیز تبدیل میها مورد تردید واقع میاین روش

 های جدیدی برها روشهای این روشموجب رفع کاستیمعروف این دسته معادله شعاعی شرودینگر است. به

( ایجاد LGTلژاندر)-گاوس-یا روش تاو CP [16,17,20]یا  LPنند روش مبنای اختلاف ضرایب ما

 .[2,13,23,19]شدند

ای هافزاری بسیاری برای حل این نوع مسائل با توجه به خواص و ویژگیهای نرمچنین بستههای عددی و همبنابراین روش

اولین  [16]10، شامپاین4، گوردن3یتوسط بیل 1413که در سال  SLEIGNها روش ها موجود است که از جمله آنآن

روشی بود که برای حل مسائل اشتورم لیوویل مرتبه دوم تکین و مسائل اشتورم لیوویل با شرایط خودالحاق و جداپذیر 

توسط بیلی و  SLEIGN 2روش  [4]12و پروس 11فولتوناز  SLEDGEافزاری های نرمچنین بستهکاربرده شد. همبه

رود. می کارحل هر نوع مسائل اشتورم لیوویل مرتبه دوم با شرایط مرزی خودالحاق، جداپذیر بهبرای  [17]19و زتل 13اوریت

                                                 
1 Invariant embedding techniques 

2 Runge Kutta 

3 collocation 

4 vNumero 

5 Nystrom-Kutta-Runge 

6 De Vogelaere 

7 Shooting method 

8 Bailly 

9 Gordon 

10 Shampine 

11 Fulton 

12 Pruess 

13 Everitt 

14 Zettl 
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برای حل مسائل اشتورم لیوویل مرتبه چهارم با شرایط  [19]2و مارلتا 1که توسط گرینبرگ SLEUTHبالاخره روش 

 باشد.مرزی جداپذیر موجود می

ده  نقاط بندی کننتوانمند برای حل مسائل اشتورم لیوویل منفرد ومنظم طبقه یک دیدگاه [7,8]ای در حال  ما براساس ایده 

 LCNOو غیرنوسانی  LCO ، نوسانیLC های حدی، نقاط منظم و منفرد، دایرهLPپایانی بازه تحت عنوان نقاط حدی 

معادله  زنیم سپسریب میطورمجزا تقهای مزبور مشتقات مسائل اشتورم لیوویل را بهکنیم.با استفاده از روشارائه می

شود. یکی دیگر از اهداف ما در این پایان نامه این است که به یک معادله مرتبه اول هم ارز تبدیل نمیدیفرانسیل مرتبه دوم 

 چنین قصد داریم نشان دهیم کههای قبلی هزینه محاسباتی کمتری مواجه خواهیم شد؟ همآیا در این روش نسبت به روش

 یشده با گام ثابت برای حل یک مسئله اشتورم لیویل منفرد که از محاسبات عددی مقادیر و توابع ویژه آیا روش ارائه

 تبدیل هنکل متناهی موثر و مفید خواهند بود؟

 تست یک الگوریتم با مرتبه و گام متغیر خواهیم بود.آمده را مورد بررسی قرارخواهیم داد و به دنبال سپس نتایج بدست

 باشد.موردتوجه قراردادن موثرترشدن و دقت بالاتر روش مذکور با لحاظ گام متغیرمی هدف اصلی ما

  
 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                 
1 Greenberg 

2 Marletta 
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 ( سابقه و ضرورت انجام تحقيق :         4

  

نام هی نرم افزاری فرترن بکدهای بسیاری برای حل مسائل منظم و منفرد اشتورم لیوویل ارائه شده است. در ابتدا بسته

SLEIGN ی های خاص مسئلهی برخی از ردهر خودکار مقادیر ویژه و توابع ویژهطوکه بهSLP  را با استفاده از تبدیل

بایست معادله دیفرانسیل . در این الگوریتم می[14,15,17,22]آورد ارائه شدها بدست میپروفر و خواص نوسانی تابع ویژه

ند کاگرچه کد آن قابل اطمینان است بعضی اوقات کند کار می مرتبه دوم خطی به یک معادله مرتبه اول غیرخطی تبدیل شود.

 شود.و برای برخی مسائل با شکست مواجه می

شده یا مجزا یا برای حل هر شرایط مرزی جفت SLEIGN 2 [16]نام ی جدید از این کد بههمین دلیل یک نسخهبه

 [25]شده توسط پروس  معرفیبراساس یتقریب ضرایب ها کاراست. ی نقاط پایانی بازهی ردهخودالحاق و تا حدودی همه

بندی همنفرد و منظم برای طبقی مسائل هایی را برای مقادیر و توابع ویژهتخمین دو کد فرترن دیگر ارائه شد. هردو بسته

که درحالی کندخطای سراسری را کنترل می [26]در  SLEIGNویژه کد کنند. بهنقاط پایانی و طیف مقادیر ویژه تولید می

SL02F  نام کند. اخیراً یک کد متلب بهاز تبدیل پروفر استفاده می [27]درMATSLISE  کارگیری با به [21]در

برای حل مسائل اشتورم لیوویل منظم، معادلات شرودینگر یک بعدی، معادلات شرودینگر شعاعی  های اختلال ثابتروش

تری از مسائل کاربردی را نسبت به مورد ی خطا( ارائه شده است. درواقع چهار کد اول طیف وسیع)دارابا پتانسیل کلمب

 ی معادلات مذکور موثرتر است.گیرند. اگرچه موردآخر در ردهآخر دربرمی

ن کنند. درطی ایاستفاده می SLPsی گسسته مربوط به برای حل مسئله ODEهای استاندارد ی این کدها از تکنیکهمه

یسی تبدیل ی ماتری پیوسته را به یک مسئله مقدارویژهچنین توسعه یافت که مسئلههای ماتریسی همها یک رده از روشسال

 .SLPsها عبارتند از: روش تفاضلات متناهی ، روش المان متناهی)اجزا محدود( برای کرد از جمله این روشمی

 .[13,24]ها صورت گرفترو برخی روش، اصلاحات مجانبی ی عددی تقریب عددی مقادیر ویژهمنظور توسعهبه

زمان مقادیر و توابع برای تقریب زدن هم BVMsهای مقدار مرزی ای از روشخانواده [1,2,3]ی این دیدگاه در در ادامه

ل منفرد و ما یک دیدگاه متفاوت برای حل مسائل اشتورم لیووی [7,8]. براساس این ایده در [18]ارائه شدند SLPsویژه 

و دوایر حدی نوسانی و غیرنوسانی ارائه  LCدوایر حدی   یا LPمنظم که در نقطه پایانی بازه منفرد یا منظم، نقاط حدی 

مرتبه  زنند. بنابراین معادله دیفرانسیلطور مجزا تقریب میی اشتورم لیوویل را بههای مذکور مشتقات مسئلهایم. روشکرده

ر تشود. این باعث کاهش هزینه محاسباتی و رویکرد انتخاب سایز گام آسانارز تبدیل نمیاول همدوم به یک سیستم مرتبه 

یگری که های اضافی دکه فرمولشده تفاضلات متناهی مرکزی مرتبه بالا هستند درحالیهای استفادهتر روشبیش شود. می

  اند.ها وابستهنی بازهبندی مسائل اشتورم لیوویل روی نقاط پایااند به ردهارائه شده
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 هر فرضيه به صورت جمله خبري نوشته شود . () : ( فرضيه ها 5
 

 

ان چنین قصد داریم نشهای قبلی هزینه محاسباتی کمتری مواجه خواهیم شد؟ هماست که آیا در این روش نسبت به روش

ثابت برای حل یک مسئله اشتورم لیویل منفرد که از محاسبات عددی مقادیر و توابع  دهیم که آیا روش ارائه شده با گام

 ی تبدیل هنکل متناهی موثر و مفید خواهند بود؟ویژه

آمده را مورد بررسی قرارخواهیم داد و به دنبال تست یک الگوریتم با مرتبه و گام متغیر خواهیم بود. سپس نتایج بدست

 باشد.راردادن موثرترشدن و دقت بالاتر روش مذکور با لحاظ گام متغیرمیهدف اصلی ما موردتوجه ق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( هدف ها :  6
 

ان چنین قصد داریم نشهای قبلی هزینه محاسباتی کمتری مواجه خواهیم شد؟ هماست که آیا در این روش نسبت به روش

گام ثابت برای حل یک مسئله اشتورم لیویل منفرد که از محاسبات عددی مقادیر و توابع دهیم که آیا روش ارائه شده با 

 ی تبدیل هنکل متناهی موثر و مفید خواهند بود؟ویژه

آمده را مورد بررسی قرارخواهیم داد و به دنبال تست یک الگوریتم با مرتبه و گام متغیر خواهیم بود. هدف سپس نتایج بدست

 باشد.ه قراردادن موثرترشدن و دقت بالاتر روش مذکور با لحاظ گام متغیرمیاصلی ما موردتوج
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 ( كاربردهاي متصور از تحقيق: 7
 

ر معادلاتی باشد.زیرا اکثگیرد معادله دیفرانسیل مرتبه دوم مییکی از مباحث مهم که در معادلات دیفرانسیل موردتوجه قرار می

شوند معادله مرتبه دوم هستند یکی از این معادلات معادله اشتورم لیوویل است. این معادله در استنتاج میکه در علوم مختلف 

وند که از شآیند به معادله اشتورم لیوویل مربوط میفیزیک کاربرد زیادی دارد و بسیاری از معادلاتی که در فیزیک به دست می

رات ها، فعل و انفعالات ذهای فیزیکی دیگر مثل ارتعاش سیمکرد. مطالعه پدیدهتوان به معادله ارتعاش نخ اشاره آن جمله می

ونه مسائل یافتن اینگ اتمی یا نواسانات آزاد زمین به مسائل اشتورم لیوویل ختم می شود. بنابراین باوجود این کاربردهای بسیار

های علمی)اعم از فیزیک و شیمی( برداشته خواهد دهالگوریتمی کاراتر برای حل عددی، گام مهمی در تمام این معادلات و پدی

 شد/
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 10 

 
 
 :  پایان نامه( مراجع استفاده كننده از نتيجه 8

  

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 روش انجام تحقيق:  (9
 
 ( روش و ابزار گرد آوري اطلاعات :9ـ1    

 رن و متلب صورت گرفته است.های پایان نامه عموما با نرم افزار فرتسازیشبیه
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 روش تجزیه و تحليل داده ها (2-9
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 قلمرو تحقيق ) زماني ، مكاني ،  موضوعي ( : (9ـ3
 
 
 
 
 
 
 

 ( جامعه آماري و روش نمونه گيري11
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